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摘 要： 压缩感知是一种新颖的信号处理理论．它突破了传统香农采样理论对采样的限制，以信号的稀疏性或
可压缩性为基础，实现了信号的高效获取和精确重构．然而在现实中，部分稀疏信号还表现出一些其他结构，典型的例
子就是一类块稀疏信号，其非零元素以块的形式出现．针对这类信号，本文研究了求解块稀疏压缩感知的迭代重赋权
最小二乘算法（ＩＲＬＳ），给出了该算法的理论分析：误差估计和局部收敛性分析．大量试验验证了基于迭代重赋权最小
二乘算法的块稀疏压缩感知策略的有效性．
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１ 引言

不同于香农采样理论，压缩感知（Ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓ
ｉｎｇ）［１～４］是一种新颖的信号处理理论．它利用信号的稀
疏性，将采样和压缩合二为一，突破了香农采样理论对

信号采样的限制，实现了信号的高效采集，使得高速，高

质量的信息传输成为可能．该理论一经提出便引起学者
广泛研究［５～１０］．目前已在医疗成像，模式识别，生物传
感等领域得到广泛应用．

然而在现实中，一些真实存在的信号还表现出一些

其他结构，比如一类块稀疏信号，其非零元素以块的形

式出现．从数学的角度来讲，给定分块τ＝｛τｉ｜∑
ｍ

ｉ＝１
τｉ＝

Ｎ，１≤τｉ≤Ｎ｝，任意向量 ｘ∈ＲＲＮ都可以被描述为

ｘ＝［ｘ１，…，ｘτ{ １

ｘ［１］

，ｘτ１＋１，…，ｘτ１＋τ      ２

ｘ［２］

，…，ｘＮ－τｍ＋１，…，ｘ     

Ｎ

ｘ［ｍ］

］Ｔ．

如果向量 ｘ在分块τ下至多有ｓ个非零块，那么称该向
量为块 ｓ稀疏信号．事实上，这类信号的处理源自很多
应用问题，如稀疏信道估计［１１］，源定位［１２］和彩色图像处

理［１３］等．针对这类信号的重构，文献［１４］提出了如下的
ｌ２／ｌ１问题

ｍｉｎ
ｘ∈ＲＲ

Ｎ
‖ｘ‖２，１，ｓ．ｔ．Φｘ＝ｂ （１）
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其中‖ｘ‖２，１＝∑
ｍ

ｉ＝１
‖ｘ［ｉ］‖２．为了刻画 ｌ２／ｌ１问题重

构块稀疏信号的性能，文献［１４］给出了块意义下的限制
等容性质．即对于任意块 ｓ稀疏信号ｘ，如果存在δ∈
（０，１）使得（１－δ）≤‖Φｘ‖２２／‖ｘ‖２２≤（１＋δ）成立，那
么就说矩阵Φ 满足ｓ阶块限制等容性质，若记δｓ｜τ＝
ｉｎｆ
０＜δ＜１
｛δ｝，那么称δｓ｜τ为矩阵Φ 在分块τ下的ｓ阶块限

制等容常数．此外，作者还证明了，当测量矩阵Φ 满足

δ２ｓ｜τ＜０４１４２时，可以通过对问题（１）的求解实现块 ｓ
稀疏信号的精确重构．其后，文献［１５］将上述条件作了
进一步改善，得到了δ２ｓ｜τ＜０４９３１．事实上，上述问题
（１）的求解可以转化为一个二阶锥规划问题，而当前很
多优化软件都可以实现对该问题的求解，一个比较著

名的软件是ＣＶＸ软件包（ｈｔｔｐ：／／ｃｖｘｒ．ｃｏｍ／ｃｖｘ／）．与此同
时，借鉴传统的 ｌｑ（０＜ｑ≤１）方法，文献［１３］研究了基于
ｌ２／ｌｑ（０＜ｑ≤１）问题的块稀疏信号重构问题

ｍｉｎ
ｘ∈ＲＲ

Ｎ
‖ｘ‖ｑ

２，ｑ， ｓ．ｔ．Φｘ＝ｂ （２）

其中‖ｘ‖ｑ
２，ｑ＝∑

ｍ

ｉ＝１
‖ｘ［ｉ］‖ｑ，并提出了带约束条件

的 ＩＲＬＳ算法（简记为 ＢｌｏｃｋｃＩＲＬＳ）；文献［１６］提出了一
种基于迭代加权的块 ｌ１算法（简记为 ＢｌｏｃｋＩＲＬ１）；而文
献［１７］则提出了无约束条件下的 ＩＲＬＳ算法（简记为
ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ）．事实上，文献［１７］提出的算法是基于问题
（２）的变形，即下述的 ｌ２／ｌｑ（０＜ｑ≤１）型正则化问题

ｍｉｎ
ｘ∈ＲＲ

Ｎ
‖ｘ‖ε，ｑ２，ｑ＋

１
２λ‖Φ

ｘ－ｂ‖２２ （３）

其中λ是正则化参数，ε为充分小的光滑参数．并且有

‖ｘ‖ε，ｑ２，ｑ＝∑
ｍ

ｉ＝１
（ε
２＋‖ｘ［ｉ］‖２２）

ｑ
２．尽管文献［１７］中的

数值实验取得了比较理想的结果，但是作者却没有对

所提出的 ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ算法做任何的理论分析．在本文
中，我们首先给出了 ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ算法的理论分析：误差
估计和局部收敛性分析；其次，通过数值仿真实验，我

们对本文的理论结果进行了验证，取得了一定结果；最

后，我们将 ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ算法与求解 ｌ２／ｌｑ（０＜ｑ≤１）问题
的其他算法进行了对比，在平均时耗对比实验中，

ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ算法优势明显．

２ ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ算法及其理论分析

２１ ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ算法
为了后续问题阐述的方便性，我们首先给出文献

［１７］中的ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ算法．

算法１ ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ算法

输入：分块τ＝｛τｉ｜∑
ｍ

ｉ＝１
τｉ＝Ｎ，１≤τｉ≤Ｎ｝，测量矩阵Φ，观测信号 ｂ，

块稀疏估计 ｓ．
步骤：

（１）选择适当的正则化参数λ和ｑ（０＜ｑ≤１）．
（２）初始化迭代向量 ｘ（０），使其满足Φｘ（０）＝ｂ．并设置初始光滑

参数ε０＝１．
（３）开始迭代，设置 ｋ＝０．
（４）利用 ｘ（０）和下面的式子求解 ｘ（ｋ＋１）

ｑｘ（ｋ＋１）［ｉ］
（ε
２＋‖ｘ（ｋ）［ｉ］‖２２）１－

ｑ[ ]
２ １≤ｉ≤ｍ

＋１
λ
Φ
Ｔ（Φｘ（ｋ＋１）－ｂ）＝０ （４）

或

Φ
Ｔ
Φ＋Ｄｉａｇ

ｑλＩτｉ
（ε
２
ｋ＋‖ｘ（ｋ）［ｉ］‖２２）１－

ｑ[ ]
２ １≤ｉ≤

( )
ｍ

ｘ（ｋ＋１）＝ΦＴｂ （５）

其中Ｄｉａｇ表示对角矩阵，Ｉτｉ表示τｉ×τｉ维的单位矩阵．

（５）当 ｘ（ｋ）满足停机条件，将其作为输出赋值给 ｘｒ，同时结束算
法，否则执行下一步．

（６）取常数α（０＜α＜
１
ｍ１／ｑ
），并更新εｋ＋１＝ｍｉｎ｛εｋ，ｒ（ｘ（ｋ＋１））ｓ＋１／

ｍ｝．其中 ｒ（ｘ）ｓ＋１表示向量 ｘ的第ｓ＋１个 ｌ２范数最大的分
块所对应的值．

（７）更新 ｋ＝ｋ＋１，并返回第４）步继续执行．
输出：重构信号 ｘｒ．

２２ 算法的理论分析

针对上述的 ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ算法，我们有下面两个定
理．首先给出 ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ算法的误差估计定理，即如下
的定理１．

定理１ （误差估计）设 ｘ是一个满足Φｘ＝ｂ的
块 ｓ稀疏信号．记εｋ的极限为ε．若矩阵Φ 满足δ２ｓ｜τ
＜１，那么由 ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ产生的序列 ｘ（ｋ）至少有一个收
敛子序列．当ε＞０时，ｘ

（ｋ）的任意收敛子序列的极限

ｘε是问题（４）在ε＝ε下的一个局部最优解，并且有

‖ｘε －ｘ‖２≤Ｃ１槡λ＋Ｃ２σｓ（ｘε）２ （６）
其中σｓ（ｘε）２为信号 ｘε的最优 ｓ项逼近误差，满足σｓ
（ｘε）２＝ ｉｎｆ

‖ｙ‖２，０≤Ｓ
‖ｘε －ｙ‖２．而当ε ＝０时，ｘ

（ｋ）必存

在一个收敛到块 ｓ稀疏信号ｘ０的子序列，有

‖ｘ０－ｘ‖２≤Ｃ３槡λ． （７）
本文出现的 Ｃｉ（ｉ＝１，２，…，９）是与迭代次数 ｋ，测

量矩阵Φ的维度Ｍ，Ｎ无关的正常数．
定理１的证明需要以下两个引理．
引理 １ 对于任意的 ｘ，ｙ∈ＲＲＮ和 ０＜ｑ≤１，如果

εｋεｋ＋１０，则有

ε
２
ｋ＋‖ｘ‖( )２２

ｑ
２－ε２ｋ＋１＋‖ｙ‖( )２２

ｑ
２

－ ｑｙＴ（ｘ－ｙ）

ε
２
ｋ＋‖ｘ‖( )２２ １－

ｑ
２


ｑ‖ｘ－ｙ‖２２
２ε２ｋ＋‖ｘ‖( )２２ １－

ｑ
２

证明 由文献［１０］的引理２．３，有
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ε
２
ｋ＋‖ｘ‖( )２２

ｑ
２－ε２ｋ＋１＋‖ｙ‖( )２２

ｑ
２

－
ｑ‖ｘ‖２－‖ｙ‖( )２ ‖ｙ‖２

ε
２
ｋ＋‖ｘ‖( )２２ １－

ｑ
２


ｑ‖ｘ‖２－‖ｙ‖( )２ ２

２ε２ｋ＋‖ｘ‖( )２２ １－
ｑ
２

故

ε
２
ｋ＋‖ｘ‖( )２２

ｑ
２－ε２ｋ＋１＋‖ｙ‖( )２２

ｑ
２－ ｑｙＴ（ｘ－ｙ）

ε
２
ｋ＋‖ｘ‖( )２２ １－ｑ２


ｑ‖ｘ‖２－‖ｙ‖( )２ ２

２ε２ｋ＋‖ｘ‖( )２２ １－ｑ２
＋
ｑ‖ｘ‖２－‖ｙ‖( )２ ‖ｙ‖２

ε
２
ｋ＋‖ｘ‖( )２２ １－ｑ２

－ ｑｙＴ（ｘ－ｙ）

ε
２
ｋ＋‖ｘ‖( )２２ １－ｑ２

＝
ｑ‖ｘ－ｙ‖２２

２ε２ｋ＋‖ｘ‖( )２２ １－ｑ２

引理１证毕．

引理 ２ 令 Ｊ２，ｑ（ｘ，ε，λ）＝‖ ｘ‖ε，ｑ２，ｑ＋
１
２λ

‖Φｘ－ｂ‖２２，如果 ｘ（ｋ＋１）（ｋ＝０，１，２，…）是问题（３）的

解，那么有

‖Φｘ（ｋ）－Φｘ（ｋ＋１）‖２２≤２λ（Ｊ２，ｑ（ｘ（ｋ），εｋ，λ）

－Ｊ２，ｑ（ｘ（ｋ＋１），εｋ＋１，λ）） （８）
进一步，存在正常数 Ｃ４，有

‖ｘ（ｋ）－ｘ（ｋ＋１）‖２２≤Ｃ４（Ｊ２，ｑ（ｘ（ｋ），εｋ，λ）

－Ｊ２，ｑ（ｘ（ｋ＋１），εｋ＋１，λ）） （９）
证明 首先计算

Ｊ２，ｑ（ｘ（ｋ），εｋ，λ）－Ｊ２，ｑ（ｘ（ｋ＋１），εｋ＋１，λ）

＝∑
ｍ

ｉ＝１
ε
２
ｋ＋‖ｘ（ｋ）［ｉ］‖( )２２

ｑ
２＋１２λ‖Φ

ｘ（ｋ）－ｂ‖２２

－∑
ｍ

ｉ＝１
ε
２
ｋ＋１＋‖ｘ（ｋ＋１）［ｉ］‖( )２２

ｑ
２

－１２λ‖Φ
ｘ（ｋ＋１）－ｂ‖２２

＝∑
ｍ

ｉ＝１
ε
２
ｋ＋‖ｘ（ｋ）［ｉ］‖( )２２

ｑ
２

－∑
ｍ

ｉ＝１
ε
２
ｋ＋１＋‖ｘ

（ｋ＋１）［ｉ］‖( )２２
ｑ
２

－１２λ ‖Φｘ（ｋ）－ｂ‖２２－‖Φｘ（ｋ＋１）－ｂ‖( )２２

＝∑
ｍ

ｉ＝１
ε
２
ｋ＋‖ｘ（ｋ）［ｉ］‖( )２２

ｑ
２

－∑
ｍ

ｉ＝１
ε
２
ｋ＋１＋‖ｘ

（ｋ＋１）［ｉ］‖( )２２
ｑ
２

＋１２λ‖Φ
ｘ（ｋ）－Φｘ（ｋ＋１）‖２２

＋１２λ Φ
ｘ（ｋ＋１）－( )ｂ Ｔ

Φｘ（ｋ）－Φｘ（ｋ＋１( )）

对式（４）两边作用 ｘ（ｋ）－ｘ（ｋ＋１），得
１
λ
Φｘ（ｋ＋１）－( )ｂ Ｔ

Φｘ（ｋ）－Φｘ（ｋ＋１( )） ＝

－∑
ｍ

ｉ＝１

ｑ ｘ（ｋ＋１）［ｉ( )］Ｔ ｘ（ｋ）［ｉ］－ｘ（ｋ＋１）［ｉ( )］

ε
２
ｋ＋‖ｘ（ｋ）［ｉ］‖( )２２ －ｑ２

，

利用引理１，可得
Ｊ２，ｑ（ｘ（ｋ），εｋ，λ）－Ｊ２，ｑ（ｘ（ｋ＋１），εｋ＋１，λ）

＝∑
ｍ

ｉ＝１
ε
２
ｋ＋‖ｘ（ｋ）［ｉ］‖( )２２

ｑ
２－ε２ｋ＋１＋‖ｘ（ｋ＋１）［ｉ］‖( )２２

ｑ( ２

－ｑ ｘ（ｋ＋１）［ｉ( )］ Ｔ ｘ（ｋ）［ｉ］－ｘ（ｋ＋１）［ｉ( )］

２ε２ｋ＋‖ｘ（ｋ）［ｉ］‖( )２２ １－ｑ )２

＋１２λ‖Φ
ｘ（ｋ）－Φｘ（ｋ＋１）‖２２

∑
ｍ

ｉ＝１

ｑ‖ｘ（ｋ）［ｉ］－ｘ（ｋ＋１）［ｉ］‖２２
２ε２ｋ＋‖ｘ（ｋ）［ｉ］‖( )２２ １－ｑ( )２

＋１２λ‖Φ
ｘ（ｋ）－Φｘ（ｋ＋１）‖２２ （１０）

由式（１０）可证得式（８）成立．
由式（８）进一步可知，Ｊ２，ｑ（ｘ（ｋ），εｋ，λ）是一个关于

变量 ｋ单调递减的序列，因此
ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

‖ｘ（ｋ）［ｉ］‖ｑ{ }２ ≤‖ｘ（ｋ）‖ｑ
２，ｑ≤‖ｘ（ｋ）‖εｋ，ｑ２，ｑ

≤Ｊ２，ｑ（ｘ（ｋ），εｋ，λ）≤Ｊ２，ｑ（ｘ（０），ε０，λ）
＝‖ｘ（０）‖ε０，ｑ２，ｑ

从而存在常数β，使得对任意 ｋ１和１≤ｉ≤ｍ，有
‖ｘ（ｋ）［ｉ］‖２≤β．

进而有

ｑ
２ε２ｋ＋‖ｘ（ｋ）［ｉ］‖( )２２ １－

ｑ
２


ｑ
２ε２０＋β( )２ １－

ｑ
２
．

取
１
Ｃ４
＝ ｑ
２ε２０＋β( )２ １－

ｑ
２
，利用式（１０）可证式（９）成

立．
引理２证毕．
定理１的证明：利用引理１、引理２以及文献［１０］中

定理２．２的证明方法，定理 １可以类似证明，此处略去
具体过程．

接下来，我们给出ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ算法的局部收敛性分
析结果，即下面的定理２．

定理 ２ （局部收敛性分析）设 ｘ是一个满足

Φｘ＝ｂ的块 ｓ稀疏信号，矩阵 Φ 满足δ２ｓ｜τ ＜
１
２，

δ３ｓ｜τ
１－δ２ｓ｜τ

＜１．ｘ（ｋ）是 ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ算法所产生的序列．令

η
（ｋ）＝ｘ（ｋ）－ｘ，并设εｋ的极限ε满足ε＞０．如果对
于任意的自然数 ｋ，存在常数ρ∈（０，１）使得‖η

（ｋ）‖２，ｑ
≤ρｍｉｎｉ∈Ｓ０‖

ｘ［ｉ］‖２成立，那么存在正常数 Ｃ５和 Ｃ６有

‖η
（ｋ＋１）‖ｑ

２，ｑ≤Ｃ５‖η
（ｋ）‖ｑ（２－ｑ）

２，ｑ ＋Ｃ６ λ槡 ｑ．
为证明定理２，我们需要下述的引理３．
引理 ３令 Ｓ０为向量 ｘ的非零快指标集，η

（ｋ）＝
ｘ（ｋ）－ｘ．若矩阵Φ满足δ２ｓ｜τ＜１，则有
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‖η
（ｋ＋１）
Ｓ０ ‖２，ｑ≤Ｃ８‖η

（ｋ＋１）
ＳＣ０ ‖２，ｑ＋Ｃ９λ． （１１）

证明 首先将η
（ｋ）按照下述方式进行分解

η
（ｋ＋１）＝∑

Ｊ

ｉ＝０
η
（ｋ）
Ｓｉ
，其中 Ｓｉ包含了分块τ的ｓ个元素（可

能除 ＳＪ），且对于任意 ０≤ｉ＜ｊ≤ｍ有Ｓｉ∩Ｓｊ＝ ．而

η
（ｋ）
Ｓｉ
则是η

（ｋ）在集合 Ｓｉ上的限制．且对于任意的正整数

ｉ有‖η
（ｋ）
Ｓｉ
［１］‖２‖η

（ｋ）
Ｓｉ
［２］‖２…‖η

（ｋ）
Ｓｉ
［ｓ］‖２

‖η
（ｋ）
Ｓｉ＋１
［１］‖２‖η

（ｋ）
Ｓｉ＋１
［２］‖２…

定义 ｄ（ｋ）ｊ ＝［‖η
（ｋ）
Ｓｊ
［１］‖２，‖η

（ｋ）
Ｓｊ
［２］‖２，…，

‖η
（ｋ）
Ｓｊ
［ｓ］‖２］，那么对于所有的 ｊ２，有

‖η
（ｋ＋１）
Ｓｊ ‖２＝‖ｄ（ｋ＋１）ｊ ‖２≤ｓ

１
２－
１
ｑ‖ｄ（ｋ＋１）ｊ－１ ‖ｑ

＝ｓ
１
２－
１
ｑ‖η

（ｋ＋１）
Ｓｊ－１ ‖２，ｑ

进一步，有

∑
ｊ２
‖η

（ｋ＋１）
Ｓｊ ‖２≤ ｓ

１
２－
１
ｑ∑
ｊ１
‖η

（ｋ＋１）
Ｓｊ ‖２，ｑ

令 Ｓ＝Ｓ０∪Ｓ１，得

‖η
（ｋ＋１）
Ｓ０ ‖２，ｑ＝‖ｄ（ｋ＋１）０ ‖ｑ≤ｓ

１
ｑ－
１
２‖ｄ（ｋ＋１）０ ‖２

＝ｓ
１
ｑ－
１
２‖η

（ｋ＋１）
Ｓ０ ‖２≤ｓ

１
ｑ－
１
２‖η

（ｋ＋１）
Ｓ ‖２．

下面估计‖η
（ｋ＋１）
Ｓ ‖２的上限．

由式（４）得

‖η
（ｋ＋１）
Ｓ ‖２２＝〈η

（ｋ＋１）
Ｓ ，η

（ｋ＋１）〉

＝〈η
（ｋ＋１）
Ｓ ，（ＩＮ－ΦＴΦ）η

（ｋ＋１）〉＋

λ η
（ｋ＋１）
Ｓ ，

ｑｘ（ｋ＋１）［ｉ］

ε
２
ｋ＋‖ｘ（ｋ）［ｉ］‖( )２２ １－

ｑ[ ]２ ｉ∈Ｓ

（１２）
利用文献［１７］中的引理１，有
〈η
（ｋ＋１）
Ｓ ，（ＩＮ－ΦＴΦ）η

（ｋ＋１）〉

≤〈η
（ｋ＋１）
Ｓ ，（ＩＮ－ΦＴΦ）η

（ｋ＋１）
Ｓ 〉

＋∑
ｊ２
〈η
（ｋ＋１）
Ｓ ，（ＩＮ－ΦＴΦ）η

（ｋ＋１）
Ｓｊ
〉

≤δ２ｓ｜τ‖η
（ｋ＋１）
Ｓ ‖２２＋δ３ｓ｜τ‖η

（ｋ＋１）
Ｓ ‖２ ∑

ｊ２
‖η

（ｋ＋１）
Ｓｊ ‖( )２

（１３）
由εｋε＞０和 ｘ

（ｋ）的有界性，对于（１２）式的第二项，
有如下估计

η
（ｋ＋１）
Ｓ ，

ｑｘ（ｋ＋１）［ｉ］

ε
２
ｋ＋‖ｘ（ｋ）［ｉ］‖( )２２

１－ｑ[ ]２
ｉ∈Ｓ

≤‖η
（ｋ＋１）
Ｓ ‖２（ε）

ｑ－２‖［‖ｘ（ｋ＋１）［ｉ］‖２］ｉ∈Ｓ‖２
＝（ε）

ｑ－２‖η
（ｋ＋１）
Ｓ ‖２‖ｘ（ｋ＋１）Ｓ ‖２

≤Ｃ７‖η
（ｋ＋１）
Ｓ ‖２．

（１４）
联合式（１２）、式（１３）和式（１４），得

‖η
（ｋ＋１）
Ｓ ‖２

≤δ２ｓ｜τ‖η
（ｋ＋１）
Ｓ ‖２＋δ３ｓ｜τ∑

ｊ２
‖η

（ｋ＋１）
Ｓｊ ‖２＋Ｃ７λ，

即‖η
（ｋ＋１）
Ｓ ‖２≤

δ３ｓ｜τ
１－δ２ｓ｜τ

∑
ｊ２
‖η

（ｋ＋１）
Ｓｊ ‖２＋

Ｃ７
１－δ２ｓ｜τ

λ．

因此

‖η
（ｋ＋１）
Ｓ０ ‖２，ｑ≤ｓ

１
ｑ－
１
２‖η

（ｋ＋１）
Ｓ ‖２

≤ｓ
１
ｑ－
１
２
δ３ｓ｜τ
１－δ２ｓ｜τ

ｓ
１
２－
１
ｑ∑
ｊ１
‖η

（ｋ＋１）
Ｓｊ ‖２，ｑ

＋
Ｃ７ｓ

１
ｑ－
１
２

１－δ２ｓ｜τ
λ

≤
δ３ｓ｜τ
１－δ２ｓ｜τ

‖∑
ｊ１
η
（ｋ＋１）
Ｓｊ ‖２，ｑ＋

Ｃ７ｓ
１
ｑ－
１
２

１－δ２ｓ｜τ
λ

≤
δ３ｓ｜τ
１－δ２ｓ｜τ

‖η
（ｋ＋１）
ＳＣ０ ‖２，ｑ＋

Ｃ７ｓ
１
ｑ－
１
２

１－δ２ｓ｜τ
λ

令 Ｃ８＝
δ３ｓ｜τ
１－δ２ｓ｜τ

，Ｃ９＝
Ｃ７ｓ

１
ｑ－
１
２

１－δ２ｓ｜τ
，（１１）式得证．

引理３证毕．
定理２的证明：利用引理３以及文献［１０］中定理２．

９的证明方法，定理 １可以类似证明，此处略去具体过
程．

３ 数值实验

为了说明ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ算法的有效性，本文分别做了
两组实验：ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ算法理论验证实验和算法对比实
验．实验在ＣＰＵ为 Ｉｎｔｅｌ奔腾双核 Ｅ２２１０（２２ＧＨｚ），内存
为２ＧＢ的台式电脑上进行，运行软件为 ＭＡＴＬＡＢ７１４
（Ｒ２０１２ａ）．实验中，测量矩阵Φ 服从标准高斯分布，测
试信号 ｘ中的非零块位置随机产生，而其数值也服从
标准高斯分布．设定采样次数 Ｍ＝６４，信号维度 Ｎ＝
２５６，并取α＝０７，光滑参数ε０＝１．为了克服实验结果
的偶然性，所有实验将独立重复地进行１００次，并以相
应的平均值作为最终统计结果．
３１ ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ算法理论验证

在这部分实验中，选取 ｑ＝０１，０３，０７，１，并设定
分块形式为均分６４块，当迭代次数大于１００时，Ｂｌｏｃｋ
ＩＲＬＳ算法终止．定理１的理论结果表明，误差上限可以
通过正则化参数λ和最优ｓ项逼近误差控制．然而，在
实际应用中，正则化参数的选取一直都是一个难点问

题，在本节和后续实验中，统一设定正则化参数λ＝１×
１０－７．针对不同的 ｑ，图 １研究了误差与最优 ｓ项逼近
误差之间的关系．由图可知，误差随着最优 ｓ项逼近误
差的减小而减小，同时最优 ｓ项逼近误差与误比值总
能稳定在１０－１附近，这反映了定理１对 ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ算法
误差上限估计的有效性．定理２在定理１的基础上，研
究了迭代误差之间的关系．由于混合范数意义下的迭
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代误差缺乏较强的直观性．为此，我们将采用 ｌ２范数迭
代误差‖ｘ（ｋ）－ｘ‖２来代替混合范数迭代误差．在块
稀疏度 ｓ＝４的条件下，图２研究了迭代次数与迭代误
差之间的关系．由图可知，当 ｑ＝１时，迭代误差收敛率

是近似线性的，且迭代误差下降缓慢；而当 ０＜ｑ＜１
时，迭代误差呈近似超线性收敛，其下降速度则要明显

加快，只需约１８次迭代就能达到最优误差．

３２ 算法对比

为了证实ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ算法的有效性，本文将其与求解
ｌ２／ｌｑ（０＜ｑ≤１）问题的其他算法进行了对比．它们主要来
自文献［１３］的ＢｌｏｃｋｃＩＲＬＳ算法和文献［１９］的ＢｌｏｃｋＩＲＬ１

算法．实验中，保持 ＢｌｏｃｋＩＲＬ１算法和 ＢｌｏｃｋｃＩＲＬＳ算法
的参数与原始论文一致，而ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ算法的参数则保
持与前述实验一致．图３在分块形式为均分６４块的条
件下，研究了块稀疏度与相对误差之间的关系．其中相
对误差定义为‖ｘｒ－ｘ‖２／‖ｘ‖２（ｘｒ表示重构信
号，ｘ表示原始信号）由图 ３（ａ）可知，ＢｌｏｃｋＩＲＬ１的算
法的相对误差在稀疏度小于６时，达到约１０－２５，是三种
算法中最小的．而当稀疏度达到１０时，三种算法相对误
差基本一样，约１０－３．然而，在图３（ｂ）的时耗对比实验
中，ＢｌｏｃｋＩＲＬ１算法对单个块稀疏信号的平均重构时间
高达１９秒，这显然不利于大规模问题的求解．而 Ｂｌｏｃｋ
ＩＲＬＳ算法平均时耗仅为０３秒，算法执行效率是 Ｂｌｏｃｋ
ｃＩＲＬＳ算法的５倍，是ＢｌｏｃｋＩＲＬ１算法的６３３倍．图４则
是在分块形式为非均分 ６４块下进的，得到了类似图 ３
的结果．
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４ 结论

本文对处理块稀疏信号的ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ进行了研究，
获得了该算法的误差上限估计和局部收敛性结果．其
中误差上限估计结果表明，误差上限与正则化参数λ

和最优ｓ项项逼近误差有关，同时 ＢｌｏｃｋＩＲＬＳ算法能找
到局部最优解．此外，本文进行了一系列实验来支撑本
文的理论结果．所获结果对基于非凸 ｌ２／ｌｑ（０＜ｑ＜１）极
小化方法的块稀疏信号重构具有借鉴作用，对于压缩

感知技术的进一步发展具有理论价值和实际意义．
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